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高斯噪声中的参数盲估计
王惠刚 ,李志舜

(西北工业大学航海工程学院 ,陕西西安 710072)

　　摘　要 : 　盲信号处理方法中常忽略噪声的影响 ,而实际问题中噪声的影响是存在的.本文主要讨论了在协方差

矩阵未知的加性高斯噪声中混合系数的盲估计问题.本文以最大似然估计为基础 ,提出一种求解参数的最优化算法 ,

给出了混合矩阵和协方差矩阵的计算式.采用高斯混合模型 ( GMM)来逼近源信号的概率密度函数 ,简化了算法中的积

分 ,导出了一种基于 EM算法的迭代式.仿真表明 ,算法不仅能稳定收敛 ,而且在低信噪比下也能获得良好性能.
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Blind Estimation of Parameters in Gaussian Noise
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Abstract :　Generally , some methods of blind signal processing ignore noise , however , noise affects the performance of algo2
rithms ,especially seriously in some areas. This paper provides solutions to the problem that mixing matrix is estimated blindly in Gaus2
sian noise with unknown covariance. Based on Maximum Likelihood estimation ,the equations are given for solving the mixing matrix

and covariance matrix. Gaussian Mixture Model ( GMM) is used to approximate the pdf of sources and results in a practical EM algo2
rithm. Computer simulation shows that this algorithm is convergent and has good performance in low SNR.
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1　引言

　　盲信号分离 (Blind Source Separation ,简称BSS)是近几年来

国内外研究的热点 ,它是从观测信号中恢复出统计独立的源

信号 ,且源信号和通道参数的信息未知.这个问题在许多信号

处理中会碰到 ,如鸡尾酒会问题、图像处理和被动声呐处理.

假定 m个阵元的观测信号 x ( t)来自于 n ( n≤m)个信号源 s

( t)的线性混合 ,并包含了加性观测噪声 n ( t) ,忽略时间 t ,其

模型如下

x = As + n (1)

其中 x = ( x1 , x2 , ⋯, xm) T 是 m 维的观测随机矢量 , s = ( s1 ,

s2 , ⋯, sn) T是 n维的源信号矢量 , A是 m ×n维的混合矩阵 ,

n是具有高斯分布的加性白噪声.在一般的盲分离信号算法

中 ,都假定 A是未知且为可逆的方阵 (即 m = n) ,源信号是统

计独立的而且是非高斯的 ,高斯噪声的影响可以忽略 ,通过一

个分离矩阵 W来估计源信号 ŝ = Wx.当真实分离矩阵 W =

A - 1时 ,估计的源信号是真实的源信号.当矩阵 A 和源信号

未知时 ,根据不同的准则 ,有许多估计 W的算法 ,如 Bell 的

Infomax算法[1 ] ,Comon的独立成分分析 ( ICA) [2 ] ,Amari的自然

梯度算法[3 ]等.这些算法都是以最小互信息 (Minimum Informa2

tion)为准则 ,以非线性函数或高阶统计量来逼近源信号的概

率密度函数 ,在忽略噪声的前提下 ,这些算法的性能都是近似

最优的或次最佳的.

然而实际中噪声的影响是存在的 ,特别是在水声信号处

理中 ,噪声的影响更明显 ,因此研究噪声下盲处理方法具有广

泛的应用前景.针对噪声的盲处理 , A. Hyvarinen也给出了一

些解决方法[4 ,5 ] ,但应用受到限制.本文提出的方法是以最大

似然概率为基础 ,提出了一种求解参数的 EM( Expectation Max2
imum)算法 ,EM算法能保证迭代的稳定收敛.同时以高斯混合

模型 ( GMM)来逼近信号的概率密度函数 ,当其模型参数已知

时 ,可大大简化算法的计算复杂性.

2　参数的最大似然估计

　　假定我们获得了观测向量 x ( t) , t = 1 ,2 , ⋯, T的 T个观

测值 ,噪声 n ( t)是均值为零的高斯噪声 ,满足正态分布 N (0 ,

∑) , ∑是未知的噪声协方差矩阵.假定 s ( t)的概率密度函数

为 f ( s) ,则联合概率密度函数为

P( x , s| A , ∑) = P( x| s , A , ∑)·P( s) = (2π) - m/ 2| ∑| - 1/ 2

·exp ( -
1
2
‖x - As‖∑- 1)·f ( s) (2)
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其中| ·| 定义为矩阵的行列式 , ‖x - As ‖∑- 1 = ( x - As ) H

∑- 1 ( x - As) ,上标 H定义为共轭转置. 观测数据的似然函

数为

P( x| A , ∑) =∫P( x , s| A , ∑) ds = (2π) - m/ 2| ∑| - 1/ 2∫f ( s)

·e -
1
2

( x - As)
H
∑

- 1
( x - As) ds (3)

对式 (3)进行最大化可求出参数 A , ∑的最大似然解.实际应

用中 ,更倾向于使用对数似然函数 ,求解对数似然函数对参数

的导数

　9ln P( x| A , ∑)
9A

=
1

P( x| A , ∑)
9

9A∫P( x , s| A , ∑) f ( s) ds

=∫99A
ln P( x , s| A , ∑)·P( s| x , A , ∑) ds

= Es| x{
9

9A
ln P( x , s| A , ∑) } (4)

其中 P( s| x , A , ∑)是后验概率密度函数 , Es| x {·}是后验期

望.同样可推得 ,对参数∑也有类似的结构

9ln P( x| A , ∑)
9 ∑ = Es| x{

9
9 ∑ln P( x , s| A , ∑) } (5)

从式 (4) , (5)可以看出 ,参数 A、∑是与 s ( t)紧密相连的.

3　参数的期望最大化算法

　　期望最大化算法 ( EM Algorithm)是一种求解似然估计的

迭代最优化算法 ,它的每一次迭代都能保证似然函数是非递

减的 ,具体分析参见文献[6 ].其迭代可分为两步 ,一是根据参

数初始值或前一次迭代值来计算似然函数的期望 ( E2Step) ,其

次将似然函数最大化以获得新的参数值 (M2Step) .

(1) ( E2Step)在给定的模型和观测数据下 ,计算似然函数

的期望值.在上一节就已经描述了似然函数期望值的计算 ,只

要知道了前一次迭代的参数 Ak 和 ∑k,就可根据式 (3)计算似

然函数.

(2) (M2Step)通过最大化似然估计来计算参数 A和∑:

Ak + 1 = arg max
A

P( x| Ak , ∑k ) , ∑k + 1 = arg max
∑

P( x| Ak , ∑k )

(6)

由于参数 A和∑是确定性的未知参数 ,分别求似然函数

对参数 A和∑的导数公式 (4) 、(5) ,并令其为零 ,可求出参数

的迭代式如下

Ak + 1 = R
( k)
xs ·R

( k)
- 1

ss ; 　∑k + 1 = Rxx - Ak + 1·R
( k)

H

xs (7)

其中

　Rxx = Et{ x ( t) x ( t) H}≈1/ T·∑
T

t = 1
x ( t) x ( t) H

　R ( k)
xs = Et{ x ( t)·Es| x{ s ( t) H} }

≈1/ T·∑
T

t = 1
x ( t) Es| x{ s ( t) H| x ( t) , Ak , ∑k }

　R ( k)
ss = Et{ Es| x{ s ( t) s ( t) H} }

≈1/ T·∑
T

t = 1
Es| x{ s ( t) s ( t) H| x ( t) , Ak , ∑k } (8)

Et{ }示时间平均.可看出 ,参数 A 和 ∑的最大似然估计与源

信号分布密度函数紧密相关 ,需要知道源信号的先验信息.

4　基于高斯混合模型的迭代算法

　　从前面给出的算法来看 ,后验概率密度函数的计算必须

要求源信号的概率密度函数 f ( s)易于积分才行.在盲处理中

这些信息一般是未知的 ,但有时可通过实验或对目标信号源

的分析来获得这些信息.常用的方法是在观测数据中估计

f ( s)的模型参数 ,一种有效的方法是用高斯混合模型 ( GMM)

来逼近信号的密度函数 f ( s ) ,它不仅能拟合单峰的密度函

数 ,也能拟合多个峰值的密度函数 [8 ] .

假定用 K个均值为μi、方差为σ2
i ( i = 1 , ⋯, K)的高斯函

数来拟合概率密度函数 ,其混合加权为ωi , i = 1 , ⋯, K,且

∑
K

i = 1
ωi = 1.若设参数θi = {ωi ,μi ,σ2

i} ,则信号的概率密度分

布为

p( s|θi)≈∑
K

i =1

ωi·Ns (μi ,σ2
i) (9)

若假定每个信号源都由 K个高斯函数混合而成 ,则 n个独立

信号源的联合密度函数为

p( s|θ) = ∏
n

j = 1∑
K

i =1

ωij·Ns
j
(μij ,σ2

ij) (10)

若令 �ωq =ωq
1
1 ⋯⋯ωq

n
n , uq = [μq

1
1 , ⋯,μq

n
n ] H , Vq = diag (σ2

q
1
1 ,

⋯,σ2
q

n
n) ,其中 q代表了所有 q1 , ⋯, qn 的组合 ,且定义 ∑q =

∑q
1
⋯∑q

n
.则式 (10)可写为 :

p ( s|θ) = ∑
q

�ωq·Ns ( uq , Vq) (11)

如何根据信号源的观测值来计算 GMM参数 ,在参考文献

[8 ]中有详细的讨论 ,限于篇幅 ,在这里不作分析.在后面的讨

论中都假设这些参数已知.把式 (11)代入式 (2)和 (3) ,可计算

出联合似然函数

p( x , s| A , ∑,θ) = ∑
q

�ωqNs ( uq , Vq) Nx ( As , ∑) (12)

同样 ,我们也很容易写出观测向量的似然函数

p( x| A , ∑,θ) = ∑
q

�ωqNx ( Auq , AVqA
T + ∑) (13)

由于似然函数与信号无关 ,依据 Bayes原理 ,信号的后验分布

p ( s| x , A , ∑,θ) = ∑
q

ω′qNs (β( x - Auq) + uq , Vq -βAVq)

(14)

其中β= VqA
H ( ∑+ AVqA

H) - 1 ,ω′q = �ωq/ p ( x| A , ∑,θ) .根据

式 (14) ,可以很容易地计算出其后验均值和二阶矩 ,

E{ sH| x , A , ∑,θ} = ∑
q

ω′q[ ( x - Auq) HβH + uH
q ] (15)

E{ ssH| x , A , ∑,θ} = ∑
q

ω′q{ Vq -βAVq + (βx -βAuq + uq)

·(βx -βAuq + uq) H} (16)

因此 ,如果知道信号的参数θ,结合式 (7) 、(15)和 (16) ,就

可通过观测值来计算混合矩阵 A 及噪声协方差矩阵 ∑的迭

代估计式.

在实际应用中 ,并不关心协方差矩阵∑的值 ,更关心混合

矩阵和重构的源信号.当估计的混合矩阵 Ak + 1收敛后 ,则源

信号的最小均方估计为

sk + 1 ( t) = pinv ( Ak + 1)·x ( t) (17)

为了评价算法的性能 ,定义了参数估计误差 eA ,用来评

价参数 A的估计精度.令 Q ( k + 1) = pinv ( A)·Ak + 1 ,则误差
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的定义为

eA = ∑i ∑j
| Qij|

max| Qik|
k

- 1
2

+ ∑j ∑i
| Qij|

max| Qkj|
k

- 1
2

(18)

当 Ak + 1是 A的真实估计时 , Q 将逼近一个排列阵和对角阵

的乘积 ,估计误差 eA 趋于零.

5　仿真实验

　　在计算机仿真中 ,我们选择了三个信号源 ,分别服从均匀

分布、拉普拉斯分布和双模态 ( bimodal) 分布. 我们分别用

GMM模型来拟合这三个信号源 ,每个信号源由 5 个高斯成

分 ,即 K = 5 , K选取过大 ,计算比较复杂 ,选取过小 ,逼近误差

会增大 ,导致算法的不稳定.分别抽取 800个样本 ,利用文 [8 ]

中的方法 ,可以计算出对应的模型参数 wij ,μij ,σ2
ij .对应的参

数如表 1所示 ,由 GMM模型产生的概率密度函数如图 1 所

示.

表 1　三种分布函数对应的 GMM参数 (5个高斯成分)

参数 w ij μij σ2
ij

均匀分布
[0. 220 ,0. 100 ,0. 220 ,

0. 315 ,0. 145 ]

[ - 1. 27 ,0. 094 ,1. 29 ,

0. 091 , - 0. 19 ]

[0. 09 ,0. 42 ,0. 092 ,

0. 422 ,0. 386 ]

双模态
[0. 127 ,0. 166 ,0. 003 ,

0. 217 ,0. 487 ]

[ - 0. 76 , - 0. 89 , - 1. 14 ,

- 1. 156 ,1. 02 ]

[0. 73 ,0. 41 ,0. 169 ,

0. 558 ,0. 12 ]

拉普拉斯
[0. 005 ,0. 430 ,0. 365 ,

0. 092 ,0. 108 ]

[ - 0. 06 ,0. 002 ,0. 157 ,

- 0. 05 , - 0. 42 ]

[0. 36 ,1. 91 ,0. 278 ,

0. 03 ,0. 355 ]

图 1　用 GMM模型拟合的密度函数 (5个高斯成分) .

实线为真实的分布曲线 ;虚线为逼近的分布曲线

　　在仿真中 ,假定信号和噪声都是零均值、单位方差的随机

变量 ,其中噪声服从高斯分布且通过系数γ迭加到观测信号

上 ,即 x ( t) = As ( T) +γn ( t)系数γ用来调整信噪比 ,信噪比

的计算为

SNR = ∑
m

i = 1∑
n

j = 1
A2

ij/ ( mγ2)

在仿真中 ,选取一个 3×3非奇异的混合矩阵 ,并假定各

阵元的接收噪声是不相关的 ,即协方差矩阵为对角阵

A =

0. 95 ,0. 486 ,0. 4565

0. 231 ,0. 89 ,0. 019

0. 607 ,0. 762 ,0. 821

, 　∑= diag (1 ,1 ,1)

为了使算法具有更快的收敛速度 ,采用文 [ 2 ]中给出的

ICA算法计算的结果作为算法 (7)的初始值.图 2是在四个不

同信噪比下的误差收敛曲线.图 3是在不同信噪比下的收敛

稳定后的误差 .计算机仿真表明 ,算法在经过近 40次的迭代

后 ,均能稳定收敛.

图 2　信噪比为 0、4、8、10dB　　　图 3　不同信噪比下的稳

下的误差收敛曲线　　　 定收敛后的误差

6　结论

　　本文讨论了在高斯噪声下信号混合参数的盲估计问题 ,

以最大似然估计为基础 ,给出了参数的后验估计公式.用高斯

混合模型来逼近源信号的概率密度函数 ,避免了积分 ,简化了

算法的复杂性.计算机仿真结果表明 ,算法在较低信噪比下能

较好地估计出混合矩阵.
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